FOrderung von Geometrie

im und durch den Mathematikunterricht
Robert Miller, Wien

Sieht man sich die Entwicklung der Lehrplane und Stundentafeln dwmelahr(zehnt)e an,
so wird man wohl eine kontinuierliche Entgeometrisierung feststefiéssen. Auch wenn
man sich umschaut, was Kolleginnen und Kollegen unter Zeitnot in ihretheMatik
Unterricht streicher immerhin hat der Unterricht ja allen mdglichen in so genandtear-
richtsprinzipien verankerten Zwecken zu dienen — so rangiert baenfalls nach meiner
Erfahrung, Geometrie (nach Stochastik) an prominentester $klle. denn offenbar ist Ge-
ometrie weit unwichtiger als das Losen komplizierter Bruckbleigen und das Differenzie-
ren komplexer Ausdrucke!

Diese bewusst zum Widerspruch reizen wollende Feststellunguiidhydzum Kern dieses Vor-
trags: Was ist eigentlich Geometrie, was will und soll tidlet in Geometrie bewirken und
wie kann man dies insbesondere im und durch den Mathematikunterriclirkirenen. Da-
bei kann und will der Vortrag keine abschlieRende Antwort geben, isoadkand eines bun-
ten Strauf3es von Beispielen die Problematik aufzeigen und paradignmiatidaete Umset-
zungsversuche in unseren Lehrbichesfein.

Bleiben wir zunéchst beim Begriff ,Geometrie®. In der Tramitder Schule ist Geometrie
zunéchst einmal als Gegensatz zur Arithmetik zu verstehen — ieinehwglaube nicht unklu-

ge begriffliche Trennung. Hier das bildhgtnzheitliche, qualitative und parallele Wahrneh-
men, Darstellen und Verarbeiten von Information, dort das spradbilbkeitliche, quantitati-

ve und sequentielle Darstellen, Wahrnehmen und Verarbeiten. FreMWEG GENSTEIN:
,Die Grenzen unserer bildlichen Wahrnehmung und Sprache sind die Grenzen unser Welt*

Eine vom leider viel zu friih verstorbenen Prof. Reichel gerneaget® Ubung, um diese
Problematik auch bewusst zu machen, war die, ein ,Bild* wie dasndé&genit ,Worten*
oder auch mit ,Formeln* beschreiben zu lassen.
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Beim ,Geisterhaus” mag dies via unserer (in der Umgaadsr Fachsprache vereinbarten)
Begriffe recht gut gelingen, beim ,abstrakten Kunstwerk® danelehl nur unzureichend.

Der erkenntnistheoretische Unterschied zwischen einerseitgeéemetrischen und anderer-
seits dem arithmetisegprachlichen Zugang zu unser Welt ist wohl untibersehbar. Geometrie
ist eben — das sei hier den heimischen Plagiatéren angelshehsschulkultur ins Stamm-
buch geschrieben — viel mehr als blof3 eines unter den vielen Kapitelnnuekapiteln in-
nerhalb (des curriculums) der ,Mathematik®, es ist ein Grundkonzepgtrem®enkvermo-
gens schlechthin, wie es ja auch die moderne Gehirnforschung belegt.



Insofern kann uns der auf der Homepage der AR®W.geometry.gtwiedergegebene Aus-
spruch von Josef KRAMES, ehemals Professor an der 1. Lehrkanbsbféin der TU Wien,
nicht tberaschen:

,Unbestreitbare Tatsache ist, dass ein Grof3teil unserer Kultur nteruitwirkung geomet-
rischen Gedankenguts zustande gekommen ist. Die Geometrie war iat aer dllen Zeiten
eine hervorragende Schule des Geistes, ein wunderbares Ordnungsprinzip gedweider
Nahrboden fur schopferische Gedanken.*

Zu erganzen bleibt, dass diese Meinung nur etwas feststelkel nadition hat(te). So zahlte
man seit Alters her Geometrie neben Rhetorik, Grammatik, RéirspgeMusik, Theologie,
Philosophie, Arithmetik, Astrologie (womit Astronomie und nicht deren mdéfterwis-
senschaft gemeint war) sowie Dialektik zu den zehn freien Kinstdei Perspektive und
Astrologie auch viel mit Geometrie (im weiteren Sinn) zu tun Bane pikante, nichtsdesto-
werniger geometrische Bemerkung am Rande sei gestattet: @keereien Kinste wurden
als mehr oder weniger nackte Damen (Die Kinste sind allegamimatikalisch ,weiblich“!)
in Form eines Hochreliefs am Grabmal von Papst Sixtus IV (1471-1484)-Bt. Peter in
Rom dargestellt, wobei eine der Damen ,ihre Geometrie* vollikinaer Schau stellt. Sie
dirfen raten, welche! Die Theologie!

Geometrie ist also mehr als das Anfertigen und Lesen von Zeiolmwog Objekten (,Dar-
stellende Geometrie®), ist mehr als die ,axiomatikohstruktive Geometrie* angelséchsi-
scher Pragung und mehr als die KLEIN’sche ,Invariantenthe@vwasger Abbildungsgrup-
pen®. Insofern kann meines Erachtens die Forderung von Geometiatimematikunterricht
nichtallein im Add-On einiger zusatzlicher Kapitel aus der bunten Welt der Geanieiste-
hen, etwa der Wiedereinfihrung der Geometrie auf der Kugel (ith thas — damals aller-
dings noch nicht so empfundene — Glick dieses reizvolle und ergiebigelksbion in der
Schule kennen zu lernen), sondern in der steten Besinnu@gauietrie als Grundkonzept
unseres Denkens.

Was also kann man konkret tun?

Meine Antwort als lang gedienter Lehrer und darauf aufbauendealibiichautor haben Sie
vielleicht schon der Posterausstellung im Foyer und den dort aurfieg Exemplaren unse-
rer Obestufenreihe entnehmen kdnnen. (Die 8. Klasse steht unmittelbar wckl®yung und
fehlt daher, nicht aber die darin enthaltenen Exkurse.)

Hier alsomein Antwortversuch, der in drei Appellen an die Schilerinnen und Schedtshi:

1. Offne deine Augen fur die Geometrie — sie ist allgegenwtily, doch wir sind in
unserer digitalisierten (also arithmetisierten) Welt daftr oft blind!

2. Nutze geometrische Methoden, Werkzeuge und UberlegungenmuErkenntnis-
gewinn (das ist mehr als nur das Visualisieren)!

3. Lerne zwischen dem ,geometrischen® und dem ,arithmetiscan® Modell-
(denken) hin und her zu wechseln!

Gestatten Sie, diese meine Grundintentionen nun an einem bunten StrauldleonBi ver-
deutlichen und mit einigen konkreten Anregungen und Beispielen zu wirzen:

Zu Appell 1 zeige ich einige Fotos von meiner letzten Reise — was bewsidle dass ich
selbst mich auch an den Appell halte und man ersichtlich nicht lachegeametrisch Ergie-
bigen — vom asthetisch Schénen Uber das technisch Nutzliche bis zlUektin#l Heraus-
fordernden — suchen muss:



Licht sammeln und zerstreuen

Licht und Schatten




LJAus“-halt und | In“-halt

Formgebung(szwange)

Geometrische Muster

Chaos und Ordnung




Baukastenprinzip

Modelle zum ,Begreifen” (reale Modelle)




Uberlistung unseres ratiomorphen Apparates

Is The Book Looking Towards You... Or Away
From You? .

Now here's a deal send this to atleast six
people and a really cool optical illusion

will pop up in ur screen in the next 2 minutes
"Bn telling gou it is worth it"

Physiologisch nichhachprifbare Sinnestauschungen

Count the black dots! 20)

Nachprufbare Sinnestauschungen

Appell 2 ergibt sich unmittelbar aus der Notwendigkeit des NachprifeshesoSinnestau-
schungen mittels geeigneter Instrumente, hier etwa mit einesdhgdichen Zirkel und einem
Paar von Linealen (etwa auch in Form eines Parallelenlineals).



Werkzeuge

Auch Programme sind Werkzeuge
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Geometrie ausschlie3lich mit Zirkel ung
Lineal ist daher keine, die allein ,histo
risch” legiimiert werden kann; Sie is
vielmehr einerseits eine intellektuell
Selbstfesselung und Disziplinierung (d
wie im Sport zu Hochstleistungen in d¢
jeweiligen Disziplin fuhrt), anderseits
eine (durch die Beschrankung auf quad
tische Gleichungen) aus der ,Arithmeti
stammende Einengung. Mit andern Wg¢
ten: Die Beschrankung stammt aus ¢
ModellwechselProblematik, wie ich sie
im Appell 3 als zentrales Anliegen angsg
sprochen habe.

So sollten wir zB beim Arbeiten mit Winkeln (wo ja schon das Hadisi mit dem Zirkel heu-
te am Rande des vom Lehrplan erlaubten steht) nicht die (jedeimfatheinem Unterricht
immer wieder von vifen Kindern gestellte) Frage nach der Digiiggieines Winkels mit der
Antwort ,Das geht nicht* (korrekter: ,Das geht im Allgemeineicht exakt*) wie stérendes
Unkraut im sorgfaltig bestellten Feld des Unterrichts sofome#i®sn, sondern dieser schonen
Knospe eine Chance zum Erblihen geben, auch wenn dies meist nur auffesteitientli-
chen Unterrichts gelingt. Sagen wir doch dem interessierten Hass, seine Frage eine ge-
scheite und hdchst interessante

ist (auch wenn es damit nicl

mehr beriihmt werden kann, we

es eben um mehr als zweitause - E

Jahre zu spat kommt), und da

es dazu im Lehrbuch oder m e
jeder guten Suchmaschine i
Internet sehr viel Interessante

finden kdnne — hier aber leide

meist viel zu vieles und aucl -
vollig  Unzutreffendes:  Die B
Suchmaschine Google liefert 4 \

etwa zum Suchbegriff ,Winkel-
dreiteilung” 221 ,Tréfer".

Genau deswegen darf ein Lehrbuch nicht blo3 ein Schultibungsheft in gedReorktesein —
auch wenn die ministeriellen Vorgaben einer bloRen ,Grundausstattund-ediebuchauto-
ren die Umsetzung dieses ihres Anliegens nicht gerade leicht magbrau deswegen gibt
es jedenfalls in den Bichern, wo ich als Hauptautor tatig bin, Varsah&tick und Ausbli-
cke sowie Exkurse, die das Interesse der Schilerinnen und Schilenwadkauch téveise
zu befriedigen suchen. Lassen Sie mich dieses Anliegen und die Ungseer obigen drei
Appelle an einem mehr an thematischen Schwerpunkten denn der Chromoilegierten
Streifzug durch diese Exkurse konkret erlautern.

Zunachst: Das Punktmodell wird wie selbstverstandlich in der Geenverwendet (obwohl
es eigentlich tUber-tupel ein arithmetisches Modell ist) — trotz allerlei Problemeie dem
.exakten Halbieren“ eines Quadrates langs einer Diagonalewdicher Halfte gehért dann
der Mittelpunkt?) oder der Tatsache, dass jedes Teilintervalaldengeraden ,gleich viel®
Punkte hat wie die Zahlengerade selbst. Solche Fragen themalisi&xkurs ,Merkwirdi-
ges von unendlichen Mengen® in der 5. Klasse (und bewusst wieder tarfdrder Exkurs
»Stufen im Unendlichen” in der 6. Klasse):
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Beispiel zweier Strecken AB und ~ Nummern: eins, zwei, c2
CD, die wir uns als Mengen von einen Schabernack vor
Punkten (,Punktmengen“) vor-  sie die Rickennummer
stellen (Fig. 2a). Besitzt dic er- nur gerade Zahlen steh
sichtlich lingere Strecke CD mehr — Als sie sich auf ein Kor

Punkte als die Strecke AB? Petrus daher plotzlicl
Zahlen eins, zwei, dre
Fig. 2b Fig. 2¢ Zahlen zwei, vier, seck
Umdrehen nicht mehr
Zahlen wurden, miissel
sgenau gleich viele*
rade natirliche Zahle
eine echte Teilmenge d

Diesen Sachverhalt kor
Weise weiterspinnen. T
einer ungeraden Zahl

auch sagen, dass die M
und die der ungeraden Z
Menge N der natiirliche

ha den obigen Uberlegung:
s ebenen Weise jedem Punkt der ;.. Afancan  adaich _';|

LWenn du Fig. 2b betrachtest,
wirst du sagen, die Strecke CD
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zahlen begmnen konnte. Die Abzahlbarkeit er-
kennt man, wenn man die ganzen Zahlen ge-
schickt anordnet. Hast du eine Idee?
Eine solche Reihenfolge ist etwa die Folgende:
{0; -1; 1; -2; 2; -3; 3; ...}. Erlautere!

B

Gib eine andere geeignete Reihenfolge an! Wie
viele solche Reihenfolgen gibt es?

Selbst die Menge Q der rationalen (dh. durch Georg CANTOR
Briiche darstellbaren) Zahlen ist abzahlbar. Hier
eine geeignete Reihenfolge fiir
das Abzidhlen zu finden, ist
gar nicht einfach. Fig. 3 zeigt
die linke obere Ecke eines
sunendlich grofien Zahlen-
schemas, das in diagonalen
»Schlangenlinien” abgezahlt
werden kann.

Du siehst: Die Mathematik
und Sprechweisen entwicke
wie die obigen ausdriicken
hier auch ganz natiirlich, ¢
lichen umgangssprachliche
nur an endlichen Menger
Man braucht eine eigene
thematik*: sie ist die Fort
chen Sprache dort, wo d
Setze die Tabelle fort! Uber-  Ausdrucksvielfalt. Klarheit!

Fig. 3 Cantormatrix lege, ob so ,letztendlich® ten kann. _
] zo0s ||| M4 zvenz | P[0z wzm0mm | EL][4] ] _'i_l

..........

Mit dem Problem, das ,Unendliche” (geometrisch wie arithmetigtien Griff zu bekom-
men, beschigt sich auch und besonders der Exkurs ,Geradenwegs ins Unendliche*:
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~ Geradewegs ins Unendliche i

Beim Untersuchen, wann ein li-
neares Gleichungssystem mit 2
Gleichungen und 2 Variablen wun-
lasbar ist, haben wir uns auf einen
geometrisch offensichilichen Tat-
bestand berufen: zwei zueinander
parallele Geraden besitzen keinen
Selmittpunlt!

Ist dies wirklich offensichtlich?

glauben. Sie ist das ebene (zweidimensionale) Ab-
bildeiner ranmlichen (besser: von uns dreidimen-
sional erlebten) ,,Wirklichkeit*.

In diesem Sinn kenn die Mathematik fiir zwei
parallele Geraden g; und gy, einen Schnittpunkt
als existent annehmen, wobei dieser Punkt je-
doch nnendlich weit entfernt liegt und man ihn
daher als Fernpunkt F bezeichnet. Alle zu g
(und damit auch gy;) parallelen Geraden gehen
durch diesen Fernpunkt. Mit anderen Worten:
Alle Geraden. die die gleiche Steigung k haben,
besitzen den gleichen Fernpunkt F. Umgekehrt
gehéren zn einem Fernpunkt unendlich viele
Geraden, die untereinander parallel sind. kurz:
eine Schar paralleler Geraden. Formal ausge-
driickt besteht also zwischen den Fernpunkten
und den Geraden eine

Zuordnung folgender Form: F% a.

Sf

W[ 217 =] 1]
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Die Losung ist ein gleichermafien einfacher wie
genialer Trick! Wir schreiben die Koordinaten
der Punkte wie folgt:

1|2 1|2 1|2 1 2
11/ \0Al05/ " \oalol /" "7 \o.ooLfo,001 )

i[5 1 2
0,0001(0,0001/* """ \0,000001 | 0,000001)° "

Dennoch gibt es ein Problem. Erstellt man das
obige Bild mit einem Fischange-Objektiv, so
scheinen die Gleise zwei Schnittpunkte zu ha-
ben (Fig. 3). Und daran ist nicht allein die op-
tische Verzerrung schuld! Denn geméifi Fig. 2
kann man ein Geradenpaar nach rechts oben
~ins Unendliche® verfolgen, genauso gut aber
auch nach links nnten. Besitzt daher jede Ge-
rade zwei Fernpunkte?

Jeder Punkt wird nun statt durch zwei Zahlen

durch drei Zahlen festgelegt — die beiden Zahler
und den gemeinsamen Nenner — die man (in An-
lehnung an die iibliche Schreibweise) der Reihe
nach in der Form (112(1), (11210,5), (1/210,1), ...,
(11210,001). (11210.0001). ..., (1/2/0.000001) no-
tieren kénnte. {Verwechsle dies nicht mit Ranm-
koordinaten — wir bewegen uus in der gewohnten
zweidimensionalen Zeichenebene!)

Indem der Nenner immer kleiner werdend gegen
null strebt, wachsen die Werte der Briiche
Liiber alle Mafien”, streben also gegen unend-
lich. Mit anderen Worten: Solange die dritte
Zahl (= Nenner) ungleich null ist, erhalten wir
einen vom Ursprung endlich weit entfernten
Punkt der Geraden: ist der Nenner null, so er-
halten wir einen unendlich weit vom Ursprung
entfernten Punkt der Geraden, also deren
Fernpunkt F. Der Fernpunkt der Geraden

Die Antwort wird dich iiberraschen. Das kon-
nen wir halten, wie wir es wollen. Ublicherweise
identifiziert man diese beiden Punkte. Mit an-
deren Worten: Verfolgt man die Gerade nach
links unten, so gelangt man zum gleichen
Punkt, wie wenn man der Gerade nach rechts
oben gefolgt wiire. Dass diese Vorstellung Sinn
macht, wollen wir an einem Gedanken-
experiment zeigen.

Denken wir uns die Zeichenebene zu einem
Drehzylinder mit unendlich grofiemn Radius zu-
sammengerollt, gerade so, dass der | linke*
Fernpunkt und der .rechte® Fernpunkt aufein-
ander zu liegen kommen. Eine Gerade wird so
zu einer (iiber das Unendliche) geschlossenen
Kurve. Wegen des unendlich grofien Radius ist

die Kriimmung des Zylinders fiir uns .j@'och

nicht merkbar — wir zeichnen weiterhin

and.. saradliniet ahne anf TS amee

v = 2x hat daher die ..Koordinaten®™ (1/210).
: 1602 x230mm | B [ 4

Letztlich spielt dieses Problem auch in den Exkurs ,Die gar mictidlen Begriffe ,Flachen-
inhalt’ und ,Rauminhalt™
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aschende Antwort ist: ja. Am hinteren
nschlag kannst du ihn sehen — jedenfalls
ter Anndherung. Genau genommen ist es
ich ein Korper, den wir gar nicht mehr
etl, sondern uns nur mehr vorstellen kin-
im. Dieses Gebilde heifit nach seinem Erfinder,
osterreichischen  Mathematiker Karl
GER (1902-1985), MENGER-Schwamm.
e jeder Schwamm hat dieser Korper , Licher,
auf folgende Art entstehen. Ausgehend von
nem Wiirfel der Seitenliinge a wird in einem
sten Schritt das ,mittlere Kreuz” entfernt, dh.
an denkt sich den Wiirfel in 27 kongruente
wiirfel der Seitenléinge a/3 zerlegt und ent-
ernt die .mittleren* 7 Teilwiirfel. Jeden der
brighleibenden 20 Teilwiirfel behandelt man in
em zweiten Schritt in analoger Weise, sodass
itere 20 x 7 Teilwiirfel der Seitenlinge a/9
ernt werden. In einem dritten Schritt werden
erbleibenden 20 x 20 Wiirfelchen in analoger
eise durchlochert, usw.
Bkt man sich diesen Prozess bis in alle Ewig-
it fortgesetzt, so entsteht ein Korper, der die

£} \
0 {1 von2) |[R{M| 1710 x 2408 mm | [EL]| 0

REE
Dic gar nicht trivialen Begriffe |
1|
Lmittlere  Qua-
drat®. Jedes der 8
verbleibenden
Quadrate behan-
delt man in einem
zweiten Schritt in
analoger Weise,
sodass weitere 8
Quadrate der Sei-
tenlinge a/9 ent-
fernt werden. In Fig. 1
einem dritten Schritt werden die verbleibenden
8 x 8 Quadrate in analoger Weise durchléchert,
usw. Denkt man sich den Prozess wieder bis in
alle Ewigkeit fortgesetzt, so entsteht ein Gebilde,
das als SIERPINSKI-Teppich bezeichnet wird.
Den Flacheninhalt (Materialverbrauch) A dieses
Teppichs erhélt man als Grenzwert wie folgt:
As® ah2 ] ‘a2 g2 a2 .
==(3) -2 (5) -#(5) -~
=a’ (1 s (]. +§+— (§)2 + ... )) =
9 9 9
—a? (1 Ly 3 R) —a?. (1—1 3) —=a2.0=0
9 1-% 91 o
¥

und in den Dimensionsbegriff hinein, der schon vor den obigen Uberlegun§eakzalen in
der 5. Klasse unter ,Gibt es eine eindimensionale Geometrie*
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in nur nach vorne sicher =

- gen, da er nur dort sieht,
hinten muss er sich vorsich-

einer flachen (ebenen) Erde |
einer gekriimmten ,,Erdkugel
dem  berithmter

Ms ERD IHR GLUCK FINDEN:

ERATHOSTENE
zu messen, ist be
auf (oder gemé
theorie in) einer
che leben. Es ist «
— auch wenn dies
ligioser Verblenc
hunderte spéter g
dem  Scheiterh:
wurde.

Analoge Uberlegt
Wurmwissenscha
festzustellen, ob

raden oder gekrii

o



Acrobat Reader - [RM5-12.PDF]
E_Qalai Beabeten Dokument Anzeige Fenster Hife

NesE @R E 44>« OOE @

Phantasterei? Wir leben doch in einer drei-
dimensionalen Welt!

Wir tun dies — aber tun dies auch wieder nicht!
Du bist schon mit Aufziigen gefahren. Der Auf-
zngsschacht ist eine eindimensionale
LSchlanch*-Innenwelt endlicher Linge, die Ka-
bine entspricht einem Wurm (wobei dieser
arme Wurm ein Einsiedlerdasein fristen muss).
Die Schwerkraft wird entlang dieser Welt (so
wie in unserer dreidimensionalen Welt) als

beifahren” moglich? Uberlege!
Waggons sind i.A. apolar, sie haben kei
vorzugte Vorder- oder Riickseite. Si
chen den  Wurm-Kindern. T
garnituren hingegen sind oft polar
rerstand ist nur auf einer Seite ein
entsprechen den erwachsenen Wii W
obigen (berlegungen zur ~Brau
Wiirmer entsprechen Problemér,; wi
Prinzip tagtiglich beim Rangieren

gleichformig erlebt.

dimensionalen

$rvandl Ziva [Tvtorcohiod avag Aafrer
2venz |IF >|i| 1802 x2smm | .| 1i '

W z7s =] u] 4

Fig. 3: Mobiusschleife

Du bist schon mit der Hochschaubahn gefahren
— und hast dich damit einer (im Pr
»Schlanch®-Auflenwelt

menstellen von Ziigen unter Berii
der Gleistopologie und der Lange der

inzip) ein-
anver-

handalt ac

und in der 6. Klasse unter dem Titel ,Ausflug in die vierte Dimension“ thenratgiel:

= E3
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geachtet aber (rechnerisch und  kann. Eine dieser Moglichkeiten

graphisch) durchfithren kénnen
wir die Verschiebung des 3-di-
mensionalen Kubus um seine Sei-
tenldnge in der zum Trigerranm
des Wiirfels orthogonalen Rich-
tung.

So wie Fig. 2¢ das 2-dimensionale
Foto® eines 3-dimensionalen
Wiirfels ist, so ist Fig. 2d das 2-
dimensionale ,Foto®* eines 4-di-
mensionalen Wiirfels. Auch wenn
daraus die Hyper-Riumlichlkeit®
schwer erfahrbar ist, so bietet das
Foto Menge Infor-

doch  eine

hat der berithmte Maler Salvator
DALI in seinem Gemilde .. Chris-
tus Hyperkubus® (1954)
dargestellt. Dieses Zu-
sammentreffen zwischen
Mathematik und Kunst ist
kein einzelnes und kein
zufilliges. Mathematik ist
nicht blof . Rechnen®.
Wie die Kunst ist Mathe
kreativ, innovativ und voll
tasie und damit ein wesent,
und unverzichtbarer Teil unlse 3
Kultur und unseres kulturellen

mation. So kann man darin direkt  Fortschritts!
Fig. 2a Fig. 2b Fig. 2¢
14
Y ¥y ;
N
z z
- X X X

W] 27 =ML evonz | M TE02 wzsamm | EL]H]

Die Frage nach der ,Realitat* solcher (ungewohnter, aber deriainég Welten wird im
Exkurs ,Leben wir in einer Vollwelt oder in einer Hohlwelt* gestellt:
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WS in der Hohlwelt Tag und Nacht — ganz so wie

in der Vollwelt.
dlich
e In-

unkt
*(012)

bis oo
(Olsg)

Dh.,
M USS

L
hnen Analog zeigt Fig. 5, wie auch fiir einen Bewohner

der Hohlwelt die Mastspitze vor dem Schiffs-

?» EEP- sl ] 2venz 15 [01] MH ki T g PARREERREETR -
Natdrlich hat man sich aber auch mit ,unserer Welt“ in gewahMeise auseinander zu set-
zen, etwa in Hinblick auf ihre Gestalt (Exkurs ,Landvermessung einst und jetzt")
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el schiedener Berucksichtigung der Abplattung) ﬂ
schon mit Kon- 2

zur systematischen Korrektur der Messer-
gebnisse als Bezugsfliche fiir die Langen- und
Breitengrade von Punkten auf der Erde ver-
wendet. In Osterreich verwendete man das von
_ dem bedeutenden Astronom und Mathematiker
tische und g . BESSEL 1841 entworfene BESSEL-El-
pngyste- lipsoid. Der zugehorige Triangulie-
matische rungs-Hauptpunkt ist die Habs-
Fehler. burgwarte auf dem Her- ¢
mannskogel in Wien mit _J&

der 1892 bestimmten °
geographischen  Breite
48°16°15,29” und der
geographischen  Linge
33°57°41,06"" 6stlich von
Ferro, einer Insel im Atlantik.

trollmessungen
gesorgt. Viel-
mehr waren
es systema-

|
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Beim klassischen Vermessen (vgl. Kap. 2.9)
werden Distanzen und Winkel im lokalen®
Bereich gemessen und mittels der Trigonome-
trie fehlende (weil nicht direkt messbare) Dis-
tanzen und Winkel berechnet. Auf diesem
Prinzip aufbauend iiberzog man — ausgehend
von moglichst genau gemessenen Basisstrecken
— das Land mit einem Gitter von Dreiecken,
deren Ecken durch mehr oder weniger auffillige
Signalpunkte markiert wurden. Mit anderen
Worten: Ausgehend von lokalen Messungen
(Basisstrecken) schuf man ein regionales oder
sogar iiberregionales Netz von Bezugspunkten,
von denen ans man (hei Bedarf) lokale Ver-
messungen durch |, Verdichtungen der Ma-
schenweite® vornehmen konnte. Auf diese Art
wurde in der 2. Hilfte des 19. Jh. fiir das Gebiet
der Osterreich-Ungarischen Monarchie ein Netz
is 6. Ordnung geschaffen. Mit noch anderen
Worten: Man schuf eine Art
Koordinatensystemn.

Im Zuge des technischen Fort-

_ N hritts  wurden die  Mess-
[ vonz |» ||| 1027200 mm | ] '

Landvermessung cinst

Ein Grund war und ist zB der, dass Visierlinien
beim Durchlaufen wvon (aufgrund unter-
schiedlicher Hohe und Temperatur) verschieden
dicht gelagerten Luftschichten geringfiigig
sverbogen® werden (Fig. 1 unten).

R'=8R __Radiusder Lichtkurve

Fig. 1

oder mit speziellen Phanomen auf ihr (Exkurs: ,, Mathematik derddbefemmungen* in der

8. Klasse):
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Fig. 1
mr/sec

Wasserfithrung des Kamp
vom 7. bis 17. August 2002
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Donau

Die Mathematik kommt aber noch in vielerlei an-
derer Hinsicht ins Spiel. Betrachten wir dazu die

5 ]EEPL']_L(EIS r (Bic. 1) in dor dia FVN ale Rotrei-
'l"_ 400% | =] 4] ¢ 0 {1 von2) | B M 1711 % 240.9 mm E 4 _I . -

schnitt
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ermitteln. Dabei wird die Zeit x in Tagen und die
Wassermenge v in 100 Mill. m” = 10% m” gemessen.
Die Rechnung iiberlisst man — wie in der Praxis iib-
lich — dem Computer, hier dem T1-92 (Fig. 2):

4.23 3.22 2.21 4
g% g3 g2
4.8% 3.82 281 1 @

= =imult

st R
X, ®2 o 2
ARt ES K

+ 32 () Done

Fig. 2

Aus der Funktionsgleichung kann man nun mittels
der Differential- und Integralrechnung einige wich-
tige Fragen beantworten, etwa: Wie schnell steigt
der Wasserspiegel und wann wird er eine bestimmte
(kritische) Hohe erreicht haben? Demgeméif wird
man Schutzmafinahmen treffen.

L0 R 1 B IR 2 ) | R e = e

IJgF(x)«!x 58. 1333333

" simult

[58 W 13333333 3354]

m-4.%243.2:%43 Fig. 3
ig.

Der Scheitelpunkt von p lefert mit seiner (auf m’
pro Sekunde umgerechneten) y-Koordinate fiir die
maximale Wasserfithrung der gekappten .Spitze®
der Flutwelle knapp 11 000 m” pro Sekunde gegen-
iiber den knapp 14 000 m® der ungekappten.

| |

¥ Fev Few | T6™
E Zoom Trac-e Regr‘aph Math|Orau|»

Becken fuellen

Becken leeren

Mormalpeael

RAD AUTD
e

o

Fig. 4 _.'L|

Zu unserer Welt gehort auch die ,Welt des Mammons®. Im Exkure jchnet der Finanz-
minister” (5. Klasse) wird unserer Einkommensteuersystauth( geometrisghbehandelt,
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TARIFSTUFEN ab 2000:
Einkommen Prozentsiitze
bis 500005 0%
liber 50.000S bis 1000005 21%
iber 100.0005 bis 3000005 31%
liber 300.0005 bis 7000005 41%
iiber 700.000 5 50%

= BEISPIEL: =

Das steuerpflichtige Jahreseinkommen
2001 betrdgt 290.000 S. Davon fallen
50.000 S in die erste Tarifstufe zu 0%,

bis zu einem Jahreseinkommen von 1 Mill. 8

B

1™ [_FEr Fir F7

TT
 f— [Zoom Tr'ac.e Regraph Math |Or-aw| -

Fig. 1

Allerdings kann man daraus nicht unmmnittelbar

50.000 S in die zweite Tarifstufe zu 21% die Hohe der Steuer in Schilling ablesen, son- |
{10.500 ) und die restlichen 190,000 S in dern muss sie gemifl dem obigen Beispiel stu-
e(‘;ese“g die dritts Tarifstufe zu 31% (58.900 5). fenweise berechnen. Was wir uns wiinschen, ist
eguns'igs;m“qoﬂ - Tarifsteuer ohne Abseizhetrdge daher eine Funktion, die jedem Jahreseinkommen x
D\ﬁ od A ¢et9 69.400 5. wninittelbar die zu entrichtende Steuer y in S
gt N\dﬁmﬂg “190\\“‘“ zuordnet. Fig. 2 zeigt den Graphen dieser
e \Lﬁﬂ% obige Erklirung richtet sich  Funktion (1 Teilstrich steht fiir 100 000 S).
z\amnq \Je‘\«\aﬂa WS . Normalbiir ger”, nicht an '
F“"‘an ch\ul'\g‘ “'IB\“\HTI(-'“(-‘IH‘( ht besonders aus-
\-pa \IO“ gebll( lete Menschen.
G“c)at ﬁ%sp‘ du das System und das Bei-
.neu\.\ e\I, verstanden?
- enn nicht, so solltest du unbe-
? dingt.weiterlesen — denn auch du
//// i einmal Steuerzahler sein
DEG RUTOD
Fig. 2 |




im Exkurs ,Futures&Optionen® (6. Klasse) wie und wann man die zuexegsnden Gewinne

erst einmal lukrigr
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(grune / rote Kurve) seinen Gewinn bzw. Ver-
lust in Abhéngigkeit vom Kurs. Erldutere!

Gewin/Verlust Fig. 3
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len). Ein grofier Erfolg in Form lj
BLACK & SCHOLES-Gleichung
tung von Optionen fiihrte 1997 z
fir Wirtschaft — fir Mathemat

nen Nobelpreis!

— besser: glaubt lukrieren zu kénnen (Exkurs ;jBeigerische Mathematik — Bedenkens-
wertes und Kurioses zum ,lockeren’ Umgang mit Statistik*) —
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bis hin zu den katastrophalen Folgen unreflektierter Borsenglaub{gkéurs: ,Bérsencrash

— ein Verggen der Mathematik?*).
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kleine Verluste. Dass dieses Verhalten (gespeist Generator

durch Insiderwissen) von Grofaktiondren gezielt g

dazu verwendet wird, mmn Kurse nach oben oder =

unten zu driicken, ist eine Tatsache. Hier zu mo-

ralisieren hat wenig Sinn! Wer will nicht (még- g Fig. 2a

lichst viel) gewinnen? Vielmehr gilte es (inter-) ] Zeit

nationale Spielregeln geeignet(er) festzulegen nnd Seahartatacm

(bessere) Werkzeuge zur Marktstabilisiernng zur desGenerators

Verfiigung zu stellen. Schon existente Mafinahmen

sind die Strafandrohung fiir Insidertrading, Stiit-

zungskiiufe von Notenbanken (zur Festigung des

Wechselkurses zwischen verschiedenen Wihr- Fig. 2b

ungen) oder das (voriibergehende) Aussetzen des

Handels an der Borse (um der Panik eine Ab-

kithlungspause zu génnen).

Zu den MaBinahmen gehort

inshesondere  anch  die =i

Grundlagenforschung iiber

das Verhalten dynemischer Fig. 2c

Systeme (wie sie zB Kurs- :

entwicklungen an der Borse

darstellen). Beriihmt wurde

hier in den 80er Jahren des

vorigen Jahrhunderts der

franzdsische Mathematiker f i

R(j.‘ne 1,_HOM (1923-2002) ;Fig, 2

mit seiner Katastrophen- & ;

theorie. René THOM =
L0 BT 11 N IR I e e M = 1.5

Der ,Generator* der Kurve fiihrt zur Frage, ,Wie Kurweinklich erzeugt werden*, zu
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gedreht. Damit hat sich auch die Strecke M>X um
M durch o, weitergedreht. Diese Aussage be-
zieht sich aber auf das Gangsystem! Bezogen auf
das Rastsystem hat sich die Strecke M,X durch
den Winkel oy + o, weitergedreht! Begriinde!

by X /
oz N
o \\

4

\.
I'L
by bz/_l \

®7 7 f/“?\ I'IX X
N U | Fig. 3

Das Berechnen der Koordinaten x und y von X

ist nur noch eine Anwendung von Sinus und

Cosinus:

x = (r; + 1) - cos &y + 8- cos (o + o)

y=(ri+r)-sino; +s-sin (o + o)

sist dabei die orientierte Lange der Strecke MoX.
W] zsosm =]l Ml 4] zvonz |2 ]M][ 1502 x 230 mm

Daraus kann man auch ohne Zeichnung er—
kennen — Begriinde! — dass bei Innenabroliung
eines Kreises in einem doppelt so grofien Kreis
nicht mehr eine nierenférmige Kurve entsteht,
sondern eine Strecke! Ja, du liest richtig: Ma
kann mit geeigneten kreisformigen Bewegung
exakt geradlinige Bewegungen erzeugen! Hat-1
test du gedacht. dass es einen ,Zirkel* zum
Zeichnen von Strecken gibt?

Ja noch mehr: Dass es ,Zirkel® zum Zeichnen
von Ellipsen, Hyperbeln und vielen ander
Kurven gibt?

Wolltest du immer schon einem dir lieben (g
mathematisch gebildeten) Menschen etw
wHerziges* schreiben? Schreib ihm einen .m
thematischen Liebesbrief*! Schreib ihm (Fig. 4);

»Mein ganzes

x=3: cost

y=3 sint+ 3 - |cos t]
gehort nur Dir.®
Fig. 4 '
_|.1_| ' 1 L fa, 1 " =



Radlinien und Freiformkurven (,Von Fadengrafiken zu BEZIE®Rven®) in der 7. Klasse
und zur
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dt —  dt

dy  d(2t—2t%)

o e 2—4t

Auf die gesuchte Steigung kommen wir tiber die
folgende (durch die Kettenregel und das Rech-

nen mit Differentialen gedeckte) Umformung
dy dy dt & 24t

Man sieht: Die obige Vermutung war richtig!

Insgesamt ergeben sich folgende Aussagen:

1. Die einhiillende Kurve ist eine ganz be-
sondere Kurve, namlich eine Parabel.

2. Die Hiillkurve beriihrt das Polygon ABC in  kann, ist man (insbesondere ar
seinen Endpunkten A und C. stellen*) doch nicht geniigend flex

3. Der Berithrpunkt T, jeder Beriihrstrecke
T,T,, teilt diese im gleichen Verhéltnis wie
die Punkte T, und T}, ihrerseits die Seiten a
und b des Polygons ABC teilen.

] z00% ||| M4 zvenz [P TE0zwzm0mm | EL]4] o

Es ist das Verdienst von Pierre Bl
CASTELJAU, dies erkannt und
Fadengrafik rekursiv auf Kontrol
n Kontrollpunkten Vera,llgemeiri(ij

Abstraktion in Richtung (rein) topologischer Darstellungen, wie sie #BgbdnPlanen oder
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Fig. 2 zeigt den U-Bahn und S-Bahn Plan von  Wie soll man diesen Diens?_ﬂ
Berlin. Die Wahl des kiirzesten Weges ist ein  in Anspruch genommen v
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bei ,kreuzungsfreien* Schaltplanen (Exkurs: ,Von Elektroneamd Photonenrechnern®)
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verwendet werden, und letztlich hin zu den typischen graphentheoretischenliraystel
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Wir haben uns in diesem Kapitel des vergangenen Jahrhunderts, als man mog-

ch mit der Losung von Auf-  lichst kurze und billige Wege fiir Tankwagen |
en beschiftigt, in denen nach  finden wollte, die in gewissen regelméfBigen Ab-

Extremwert (Mazimum oder  stidnden siamtliche Tankstellen des Landes be-

Minimum) einer GroBe (Ziel- liefern mussten. Wie sollten die Lieferfirmen

e) unter gewissen ein- ihre Wege und Zeiten anlegen?

chrankenden Bedingungen ge-
t wurde. Dabei haben wir uns
Aufgaben beschrinkt, bei de-
die Zielgrofle z von zwei Va-
blen x und y linear abhéngt,
wo auch die einschrankenden
edingungen in Form [linearer
'- leichungen dargestellt werden
Das Losen solcher Auf-
helﬁt lineares Optimieren,
ischen linear programing.
Optimierung ist eine sehr
Disziplin in der Mathema-
\ls ihr Beeriinder ﬁllt der _'id

I
200% (w0 1] 1won2 [k[M 160,2 x 230 mm




Die hier ins Spiel kommenden Optimierungsprobleme sind oft von ,geiscteer Natur‘—
wie das im folgenden Exkurs (7. Klasse) behandelte:
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Hier handelt es sich natiirlich nicht um eine An-
frage in morderischer Absicht, auch wenn es um
eine Erbschaft geht. Vielmehr geht es um ein Pro-
blem, wie es sich hidufig in modernen Wohnungen

Bringen wir ihn um die Ecke?

boden (= Rastsystem). welche durch das Glei-
ten der Endpunkte A und B der Strecke AB an
zwei Fuflbodenkanten zwangsgefithrt wird
(Fig. 2). Die Strecke CD hiillt dabei eine Kurve

3

|

ein, die ersichtlich die Mauerecke bei P nicht
schneiden darf. Erldutere!

mit ihren schmalen Tiiren und Géngen und nied-
rigen Raumhohen stellt: Schaffen wir es, den
wunderschonen alten Kasten, den uns Onkel
Walter hinterliel, auf konventionellem Weg an
den gewiinschten Platz in der Wohnung zu trans-
portieren. Das wollen wir wissen, bevor wir den
Kasten vier Stockwerke hinauf getragen haben
und irgendwo stecken bleiben. Die rechtzeitige
Antwort darauf kann die Mathematik liefern!

Im vorliegenden Fall hat der (im Wesentlichen)
quaderformige Kasten die folgenden Abmessun-
gen: Breite (= Kastentiefe) b = 0.75 m, Lénge
(= Kastenbreite) 1 = 2,25 m, Hihe h = 1,95 m.
[ zsox =]l 0] 3 venz |0 [Te02 2 250mm il
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Und weil Vererben immer etwas AbschlieRendes an sich hataudh ich hier schlie3en.
Vererben wir den uns anvertrauten Schilerinnen und Schilern ein wenig eoer@igenen
Begeisterung fur Geometrie— insbesondere auch im und durch den Mathematikunterricht.
Lehren wir sie ,Sehen“ und ,visuell Begreifen®. Ich wiinsdieen dabei gutes Gelingen und
mir, dass ich mit diesem Vortrag zunelf@gen ein wenig beitragen konnte!

Literatur:
REICHEL, GOTZ, MULLER, HANISCH u.a.:
Lehrbuch der Mathematik

fur die 5. bis 8. Klasse der AHS,
4. und 5. Auflage,

Verlag 6bv&hpt, Wien 1989-2004

Die zu diesem Vortrag gehoérige PowerPoinPrasentation (64 MB!!) kann von der Adres-
sewww.geometry.at/strobl/strobl2003/plan2003.Hisruntergeladen ween.




